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Berechnung der Streuquerschnitte von Kugel und Zylinder
unter Anwendung einer modifizierten Watson-Transformation

Von PeTer BEckMaNN und WaLTER FrANZ

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Miinster
(Z. Naturforschg. 12 a, 533—537 [1957] ; eingegangen am 26. Miirz 1957)

Bekanntlich ist der Streuquerschnitt eines grofen
Objektes angenahert gleich dem zweifachen geo-
metrischen Querschnitt (vanpe Huist!); im Falle
der Kugel und des Zylinders hat sich gezeigt, dal3
dieser Ausdruck bis auf Korrekturterme der relati-
ven GroBenordnung (ka) ™™ (k = Wellenzahl,
a = Radius) richtig ist (siehe etwa DepPERMANN
und Franz2). Der Zahlenwert dieser Korrektur-
glieder wurde erstmalig von Rusivow und Wu ? an-
gegeben; das Verfahren dieser Autoren war dabei
nur auf die Berechnung des hochsten Korrektur-
gliedes zugeschnitten. In der vorliegenden Note soll
gezeigt werden, dal durch Anwendung einer modi-
fizierten Warson-Transformation leicht die gesamte
asymptotische Reihe berechnet werden kann, und
daB diese nach fallenden Potenzen von (ka)®* fort-
schreitet. Zunachst wird die Reihendarstelung des
Streuquerschnittes durch Zylinderfunktionen streng
umgeformt in zwei rasch konvergente Integrale und
eine gute konvergente Residuensumme der Wartsox-
schen Art; bei der Kugel ergibt sich zusétzlich ein
vom Kugelradius unabhédngiger Term. Der Beitrag
der Residuensumme ist asymptotisch zu vernach-
lassigen; die iibrigen Glieder liefern die asympto-

tische Reihe.

I. Streuquerschnitt des Zylinders

Der Streuquerschnitt o, eines Zylinders vom Ra-
dius a fiir eine Welle der Wellenzahl £ wird gege-
ben durch

0,= :3{65 (1)
mit
o8 Q7. (%)
S= Y op— 2)
nZO " QY

Hierin bedeuten

n=ka; e=1, &=2 fir n>0.

Q ist der Differentialoperator der Randbedingung,

1 H. C. van pe Huwst, Physika 15, 740 [1949].
2 K.Derpermany u. W.Franz, Ann. Phys., Lpz. 14, 253 [1954].

und zwar ist 2 =1 fiir den schallweichen Zylinder
(G| Achse) und £2=03/3x fiir den schallharten
Zylinder (£ || Achse). Nach Anwendung der WaTsox-
Transformation lafit sich S als komplexes Integral
in der Indexebene der Zylinderfunktionen schreiben,
dessen Integrationsweg die gesamte positiv reelle
Achse in mathematisch positivem Sinne umschliefjt:

Semd | o 2 5,
siny .QH[,1 (%)
(5
Da der Integrand in der oberen Halbebene min-

destens exponentiell verschwindet, lafit sich der

Abb. 1. Integrationsweg fiir die Warsox-Transformation.

Weg C in die beiden Wege D; und D, (vgl. Abb. 1)
deformieren: Der Weg D, verlauft symmetrisch
zum Nullpunkt von — oce™¥” nach + e 7
(0<y<a/2), der Weg D, umschliefit die im ersten
Quadranten gelegenen Nullstellen von Q HV(x) .
Die Integrale iiber die Wege D, und D, wollen wir
im folgenden mit S; und S, bezeichnen. Da der
Weg D; symmetrisch zum Nullpunkt verlauft, lie-
fern nur die Teile des Integranden einen Beitrag,
welche eine gerade Funktion von » sind. Wir spal-
ten die Besser-Funktion auf in die halbe Summe
der beiden HankerL-Funktionen, benutzen die Um-
laufrelationen fiir den Index der Hanker-Funktio-
nen und erhalten so

1 —oni .QHF)(;:)
S‘='2‘f"”{““+"’ ) o) @

Das Integral in (4) spalten wir nun auf und fassen
teilweise wieder zur Besser-Funktion zusammen:

3 S.T.Ruswow u. T. T. Wu, J. Appl. Phys. 27, 1032 [1956].
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+2 = occexp(—iy) +x @ ':cexp(—i;r)(2>
s QHP" QHE
B }) Gy | Mol g, | BEEG o, L FRE . LA (5)
2 QHWY (x) QHWY () 2 ) QHD () 2 )] QHY ()
—x —ooexp(—iy) # —ooexp(—iy) —x

Im zweiten und letzten Integral fiihren wir —» als neue Variable ein und erhalten so jeweils noch ein-
mal das dritte und vierte Integral. Nun verlegen wir den Integrationsweg dieser Integrale so, daB die
Integranden von »=x aus moglichst rasch abnehmen. Dies geschieht jeweils auf der riickseitigen Ver-
lingerung der Nullstellenkurven von 27/,(x) bzw. Q2 H? (%) iiber »=x hinaus; d.h. als Integrations-
weg fiir das Integral mit dem Zihler 2/,(%) wihlen wir die positiv reelle »-Achse von »=zx bis oo
und fiir das Integral mit Q H®?(x) die Gerade » = » nach v —x + ~ €273 ;

oo x+009xp(2:til3() )
QH® (x
Sy=xt2 [ BLE) 4, g, (6)
QHDY (x) J QHY ()

Das Integral iiber D, werten wir aus durch eine Summe iiber die Residuen an den Polen »,[ Q2 Hf;’(z) =0]
und erhalten so fiir den Streuquerschnitt des Zylinders
o ;e+coexp(2rzi/(3)))
© 01,6 QHP (x
o= Re lx+2 / L) g, [2E O
k d .QHE/I) (%) .QHLU (%)

x %

: 2
. exp (2 @ ivp) Q H, () B
vkl ) s o o DY [0

vp

(7

Die Residuensumme ist der Beitrag der Kriechwellen, welche den Zylinder ein- oder mehrfach umlaufen
haben. S; dagegen riihrt von dem Teil der gestreuten Strahlung her, welcher den Zylinder streifend passiert
hat *.

II. Streuquerschnitt der Kugel

Die Reihendarstellung fiir den Streuquerschnitt oj einer Kugel vom Radius a lautet

o= 2T ReT (8)
; S Y Tty ()
mit T 2m41) Tt ; x=ka. 9)
P e

Der Differentialoperator der Randbedingung ist hier ¥ =1 fiir die schallweiche Kugel, ¥ = 3/3x —1/2 »
fiir die schallharte Kugel. Fiir die Streuung elektromagnetischer Wellen ist die halbe Summe der Werte
von o fir =1 und ¥ =09/3%+1/2% zu nehmen. Nach Durchfiihrung der Warsox-Transformation
— da hier iiber die Zylinderfunktionen mit halbzahligem Index summiert wird, ist statt sinvz der
Nenner cos 77w zu verwenden — erhalten wir ebenfalls zwei Integrale tiber die Wege D; und D,. Fiir
diese Integrale benutzen wir die Abkiirzungen Ty und T,. Zu T liefert wiederum nur derjenige Teil
des Integranden einen Beitrag, welcher eine gerade Funktion von » ist:

PH® (%) }

T,= ;fvdv {itgvn+(1—e‘2"i”) :

10
YHD () g

D,

* Wenn Rusiow und Wvu auch aus S; durch Verlegung des
Integrationsweges Residuen abspalten, so konnen diese
nicht als Kriechwellen angesprochen werden; damit fallen
die von Rusivow und Wu geduBlerten Zweifel beziiglich der
Kriechwellen. Dal im tiibrigen die einzelnen Residuen-

wellen die Riickseite des Objektes umlaufen, ist nicht
— wie Rusivow und Wu glauben — eine Deutung (inter-
pretation), sondern eine einfache Beschreibung des Phi-
nomens.
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Addieren und subtrahieren wir im Integranden »

@)
. 1 . _ a2z !lIH" ()
T,=+ 2Afvdvlztg117t 1414 (1—=e )iPNH(il) =k
D,
so konnen wir das Integral wie im Falle des Zylinders aufspalten:
- 0 coexp(—iy) 0
1 1 1 . 1 : \
T1= = ydy — = vdv + 9 ‘VdV{lthﬂ—].}‘}‘*z* VdV{lth”+1J
. i 0 — soexp(—iy)
ccexp(—iy) ~% % @ ':“’CCXP("i}'()))
W 1% YHS (% YHE (x
+ | - Iy (%) vdv— | = J_”(dev—!- L My el vdy — 1 _”(,/,) vdr. (11)
HD (x) v HD () 2 ) PHD () % |
% —ocexp(—iy) —ooexp(—iy) =

Im zweiten, vierten, sechsten und achten Integral fithren wir —» als neue Variable ein und erhalten so
noch einmal die jeweils vorhergehenden Integrale:

—ioco oo x+ooexp(2m&/23))
2 . VT, () : YH (»)
y (. v{itgva—1}dv+2 — 2 ydy— —rTydv. 12
=y +f litg } f”’m(x) f”il) > (12)

Das erste Integral laBt sich ausfiihren und liefert den Wert !/24. Das Integral iiber D, werten wir wie-
derum durch eine Residuensumme aus [V H g)(x) =0] und erhalten so fiir den gesamten Streuquerschnitt

der Kugel

T 1Hew@7iv) 3an YHDY (),

=rq

oo x+ 0 exp(2.-zi/(39))
po— 4” R xz 1 9 l]’!y(}:) y == yiﬂ:’(’}{) ’
O = fkTJte 5t 32 +~/.TH(1)(”)1dv Y’H{l)(z)7dv
% x
By Y HERE I Y H,) () - ] (13)
—= D q' :

III. Asymptotische Auswertung der Formeln fiir die Streuquerschnitte

Da der Hauptbeitrag zu den Integralen in (7) und (13) aus der Umgebung von » = kommt, ersetzt
man zweckmiBig die Zylinderfunktionen durch die von Franz und GaiLe* angegebene asymptotische
Darstellung mittels des Airy-Integrals. Diese lautet unter Verwendung eines Differentialoperators

2 & x o
Zv(x)~fgaexp{—:-!ra—;5 %éﬁ—...}A(aq), (14 a)
32, () . (3 )
T~ ~Sln(é;)Zv(A) . (14b)

+o0
Hier ist A(a q) das Airy-Integral: 4A(agq) = ;— /dr exp[ —i(?—a7)]

. | Z,(%) = —21],(x)
und Y= (%>%q=y(v—x), a={ e B fiir Z,() =HW ()
einl3 Z,(%) =H® (») .

4 W.Franz u. R. GaLre, Z. Naturforschg. 10 a, 374 [1955].
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Die Ausfithrung der Differentiationen in (14) liefert so unter Benutzung der Differentialgleichung
A" (z) + ; A(z) =0

semikonvergente Reihen, deren erste Glieder lauten

2ya q 13 ¢* i 1 463 ¢* 283 ¢b
Z,(x) ~ 22% 4(a ){1_ 2 4 4( Y ... L
.4 7 y 45 y 81-140 + 243-800 y 8100 + 27-81-2800 T 81-81-112 000

q 2 1 3 19 13 ¢* 7 \
4B (aqzlq +y_( L a )_y4( ¢, 1Bg . g )]+} (15 )

A(zq) | 180 420 ' 27-140 81-700 ' 27-81-400 ' 81-81-16 000
3Z,(x) 2a2y2 , 5 q 19 ¢ q° 23 283 ¢3 61 ¢®
Tl A e ~ A (a 1 —y2 1 gyt —— 6 . S e [P
dx el Q)‘{ Y45 ~¥ (81280 ~ 213-800) T \81-1400 T 27-81-2800 ~ 81-81-56 000
A(ag) [1  ¢* s a q*
_a2y2 e | 2( 2
Y T30 310 TY 580 s1-1120 (15b)

4 103 ¢® 181 ¢° q® +
Y (2432800 T 81-81-56 000  81-243-16 000

Die Berechnung der Integrale in (7) und (13) vereinfacht sich, wenn man noch die Wronski-Determi-
nante des Airy-Integrals benutzt:

6“2""/3/1(2) A'(e_2'"°“3 z) ~ A (2) A(e—zﬂ'/:} 2) = — eialé ‘.”'l/6 . (16)

Die Bestimmung der Streuquerschnitte wird noch dadurch erleichtert, daf} die Glieder der Entwicklung
der zweiten Integrale in (7) und (13) jeweils das Konjugiert-Komplexe der entsprechenden Entwicklungs-
glieder der ersten Integrale sind, multipliziert mit einem allerdings von Glied zu Glied wechselnden Pha-
senfaktor. Da fiir den Streuquerschnitt nur der Realteil mafligebend ist, kann man die Glieder unter Be-
riicksichtigung des Phasenfaktors jeweils zusammenfassen. Die einzelnen Glieder der Residuenreihen in
(7) und (13) lassen sich ebenfalls asymptotisch nach fallenden Potenzen von x”* entwickeln. Wegen des
Faktors e27” ist ihr Beitrag jedoch exponentiell klein und kann asymptotisch vernachldssigt werden.

IV. Numerische Ergebnisse

Fiir die numerische Rechnung ersetzt man das Airy-Integral und seine Ableitung durch die modifizier-
ten Besser-Funktionen (vgl. MacNus und OBERHETTINGER °, S.40). Man erhilt so fiir die ersten Glieder
der Entwicklung der Streuquerschnitte:

Zylinder . .

schallweich: o A R R ML Y Y T (17 a)
schallhart: o B O Tt R {%BQ_ 3 33} L0 (17b)
Kugel

seluliweidiy R . ) {ig LA RO A3} +0(x?), (18)
schallhart: B JPN SRS {iVlg_i’ l% By— }{33] " é%134} +0(x?);  (18b)

5 W. Mac~us u. F. OBerueTTINGER, Formeln und Sitze fiir die speziellen Funktionen der math. Physik, 2. Aufl., Berlin 1948.
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& oy, 3

s

oo

3
§ B+ 5 Ba

B(0,5+B)

Ao — dzz
= [ or aenr
0

Iy, (2)

elektromagnetisch: OEMG = %{gw + O;QMG}' ,
"Em, 11
2xa> s 31s

Mit den Abkiirzungen

o0
_B—B
iy | BRI
7h 1+ B4 B
0
oo
1+B—2 B2
Ay = dzz' i3 R
l'-i-l‘?-+-B2
0
o0
dz 1+D—-2D?
s 1+D+02 :
0

B,— f a2 0,5+D
. U—s,@]* (1+D+D¥:?

Nach Ausfithrung der Integrale erhilt man so

Zylinder

B = ’
(2) e
B Fx 0,5+D
27 | Zh (281, (2)]® A+D+D3)2’
0

B, = f dz 2"
0

2—D—D?
1+D+D?’

} +0@?) .

Die) =

(18 ¢)

Die Zahlenwerte der ersten Korrekturglieder stim-
men genau mit den Werten von Rusixow und Wu 3

7 0,4981 iiberein.
Z‘l =1+ 0’?},}2 +0(=x7?), (19 a)
oy 04321 0, 2137 o
4a= 1" +0(x7?), (19 b)
Kugel
o 09962 0, 3576 _
2 Jt“:'z’ =1+ x%ls P ( 2) ) (20 a)
08642 1,005
2(21:1- 1- Kl 4/? +0(x7?), (20 b)
OEMG __ 0,0660 0, 4853 _
S0 = b + 0, (20¢)

Anm. b. d. Korr.:

Wéahrend des Druckes wurde uns
eine Arbeit von Wu (Phys. Rev. 104, 1201 [1956]) be-
kannt, in welcher mehrere Glieder der asymptotischen Ent-
wicklungen nach einem anderen Verfahren berechnet wer-
den. Im Endergebnis differieren die Koeffizienten der 2.
Korrekturglieder fiir og und ogmG der Kugel von den
unserigen, offenbar wegen eines bei Wu fehlenden Faktors
1/2 in dem Glied, welches unserem B, entspricht. Eine di-
rekte Kontrolle dessen ist uns nicht moglich, da die sehr
komplizierte Wusche Rechnung in der Publikation nur an-
gedeutet ist. Auch haben wir bis jetzt von Dr. Wu keine
Bestiitigung fiir den von uns vermuteten Fehler erhalten.



