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Bekanntlich ist der Streuquerschnitt eines großen 

Objektes angenähert gleich dem zweifachen geo-

metrischen Querschnitt (VAN DE HÜLST *) ; im Falle 

der Kugel und des Zylinders hat sich gezeigt, daß 

dieser Ausdruck bis auf Korrekturterme der relati-

ven Größenordnung (ka)~ 2 / 5 (k = Wellenzahl, 

a = Rad ius) richtig ist (siehe etwa DEPPERMANN 

und FRANZ2). Der Zahlenwert dieser Korrektur-

glieder wurde erstmalig von RUBINOW und W u 3 an-

gegeben; das Verfahren dieser Autoren war dabei 

nur auf die Berechnung des höchsten Korrektur-

gliedes zugeschnitten. I n der vorliegenden Note soll 

gezeigt werden, daß durch Anwendung einer modi-

fizierten WATSON-Transformation leicht die gesamte 

asymptotische Reihe berechnet werden kann, und 

daß diese nach fallenden Potenzen von (ka ) ' 1 ' fort-

schreitet. Zunächst wird die Reihendarstelung des 

Streuquerschnittes durch Zylinderfunktionen streng 

umgeformt in zwei rasch konvergente Integrale und 

eine gute konvergente Residuensumme der WATSON-

schen Ar t ; bei der Kugel ergibt sich zusätzlich ein 

vom Kugelradius unabhängiger Term. Der Beitrag 

der Residuensumme ist asymptotisch zu vernach-

lässigen; die übrigen Glieder liefern die asympto-

tische Reihe. 

I . S t reuquerschn i t t des Zy l i n de r s 

Der Streuquerschnitt oz eines Zylinders vom Ra-

dius a für eine Welle der Wellenzahl k wird gege-

ben durch 
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mit 
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Hierin bedeuten 

x = ka; £0 = 1 , e„ = 2 für n > 0 . 

Q ist der Differentialoperator der Randbedingung, 

1 H . C. VAN DE HÜLST, Physika 15, 740 [1949]. 
2 K.DEPPERMANN U. W.FRANZ , A n n . Phys. , Lpz . 14, 253 [1954]. 

und zwar ist D = 1 für den schallweichen Zylinder 

(Qs j j Achse) und ü = d/dx für den schallharten 

Zylinder (£> j | Achse). Nach Anwendung der WATSON-

Transformation läßt sich 5 als komplexes Integral 

in der Indexebene der Zylinderfunktionen schreiben, 

dessen Integrationsweg die gesamte positiv reelle 

Achse in mathematisch positivem Sinne umschließt: 

. r ei** Q Jv(h) 

J sin v 71 QH ^ (*) 
s= dv . (3) 

Da der Integrand in der oberen Halbebene min-

destens exponentiell verschwindet, läßt sich der 

Abb. 1. Integrationsweg für die WATso.v-Transformation. 

Weg C in die beiden Wege Dx und D2 (vgl. Abb . 1) 

deformieren: Der Weg verläuft symmetrisch 

zum Nul lpunkt von — cc e~ l y nach + 00 e~~' :' 

( 0 < 7 < t i / 2 ) , der Weg D2 umschließt die im ersten 

Quadranten gelegenen Nullstellen von ü H[ l ) (x) . 

Die Integrale über die Wege Z)1 und D2 wollen wir 

im folgenden mi t S-L und S2 bezeichnen. Da der 

Weg symmetrisch zum Nul lpunkt verläuft, lie-

fern nur die Teile des Integranden einen Beitrag, 

welche eine gerade Funkt ion von v sind. W i r spal-

ten die BESSEL-Funktion auf in die halbe Summe 

der beiden HANKEL-Funktionen, benutzen die Um-

laufrelationen für den Index der HANKEL-Funktio-

nen und erhalten so 

/ d v j l + d \ . (4) 
i H QHW (x) 

Das Integral in (4) spalten wir nun auf und fassen 

teilweise wieder zur BESSEL-Funktion zusammen: 

3 S. T. RUBINOW u . T. T. WU, J . App l . Phys. 27, 1032 [1956]. 
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Im zweiten und letzten Integral führen wir — r als neue Variable ein und erhalten so jeweils noch ein-

mal das dritte und vierte Integral. Nun verlegen wir den Integrationsweg dieser Integrale so, daß die 

Integranden von r = * aus möglichst rasch abnehmen. Dies geschieht jeweils auf der rückseitigen Ver-

längerung der Nullstellenkurven von QJv{x) bzw. QH (
v

2 )(x) über v = x hinaus; d . h . als Integrations-

weg für das Integral mit dem Zähler Q Jv(x) wählen wir die positiv reelle v-Achse von v = x bis oo 

und für das Integral mit Ü H[2\X) die Gerade v = x nach v = x + cc e2-T?/3
 : 

oo «+ooexp(2.ii/3) 

J i j » w « J Ofl<» M 
X X 

Das Integral über D2 werten wir aus durch eine Summe über die Residuen an den Polen vp[Q H^ix) = 0 ] 

und erhalten so für den Streuquerschnitt des Zylinders 

( oo ooexp(2.-ii/3) i 

„ _  4
 sU. L ^ 0 f A« f , . « ^ exp (2 TI i VP) QH%> (*) 

k Jte U + 2 J _^dv- J dv + 27*^ x —exp (2 , / ,„) 7^., o „ . ~T  ( 7 )  

P l~exp(2 7zivp) (3/3,.) QHW (*) , v=yp| 

Die Residuensumme ist der Beitrag der Kriechwellen, welche den Zylinder ein- oder mehrfach umlaufen 

haben. S t dagegen rührt von dem Teil der gestreuten Strahlung her, welcher den Zylinder streifend passiert 

ha t " . 

° h = (8) 

I I . S t reuquerschn i t t der Kuge l 

Die Reihendarstellung für den Streuquerschnitt einer Kugel vom Radius a lautet 

4 7\ 

X2 

Der Differentialoperator der Randbedingung ist hier  XF = 1 für die schallweiche Kugel, W = d/dx— 1/2 * 

für die schallharte Kugel. Für die Streuung elektromagnetischer Wellen ist die halbe Summe der Werte 

von o für W = 1 und  XF = d/dx + 1/2 * zu nehmen. Nach Durchführung der WATsoN-Transformation 

— da hier über die Zylinderfunktionen mit halbzahligem Index summiert wird, ist statt sin^.T der 

Nenner cos v TI ZU verwenden — erhalten wir ebenfalls zwei Integrale über die Wege und D2 . Für 

diese Integrale benutzen wir die Abkürzungen Tx und P 2 • Zu Tx liefert wiederum nur derjenige Teil 

des Integranden einen Beitrag, welcher eine gerade Funktion von v ist: 

l r ( T (y) ) 
v d v l i t g v j i + a - e - * ^ ) " 1 . (10) 

2 J ( V H ^ i x ) J 
Di 

* Wenn RUBINOW und W u audi aus Si durch Verlegung des wellen die Rückseite des Objektes umlaufen, ist nicht 

Integrationsweges Residuen abspalten, so können diese — wie RÜBINOW und Wu glauben — eine Deutung (inter-

nicht als Kriechwellen angesprochen werden; damit fallen pretat ion) , sondern eine einfache Beschreibung des Phä-

die von RUBINOW und Wu geäußerten Zweifel bezüglich der nomens. 

Kriechwellen. Daß im übrigen die einzelnen Residuen-



Addieren und subtrahieren wir im Integranden v 

l C ( VH (®(x)\ 
r , - + i J v dv {i* >* -1 +1 + ( i - «-•"> ) . 

Di 

so können wir das Integral wie im Falle des Zylinders aufspalten: 

* 0 ooexp(— iy) 0 

Tx= l j v dv — * J vdv + * Jvdv {itgvn- 1} + ~ J v dv {i tg v n + 1} 

0 —x 0 — =>oexp(—iy) 
ooexp(—iy) —x  x +ocexp(— iy) 

f wu*) A f y j - M ) , , i r ^ f w , i f v n ^ i » ) , 
+ / TÜ v d v - / vdv + / vdv- / f — v d v . (11, 

J y »?>(*) J PffW W  2 J  2 J v h V ( x ) 
x — ooexp(—iy) —ooexp(—iy) — * 

Im zweiten, vierten, sechsten und achten Integral führen wir — v als neue Variable ein und erhalten so 

noch einmal die jeweils vorhergehenden Integrale: 

—ioo oo x+ oo exp(2wi/3) 

f v { i t g v ? i - l } d v + 2 f WJ;.\*) vdv- P v dv. (12) 
.  2 J J VH^C«) J ^ f ' W 

V X X 

Das erste Integral läßt sich ausführen und liefert den Wert V24 . Das Integral über Z)2 werten wir wie-

derum durch eine Residuensumme aus [W H ^ ( x ) =0 ] und erhalten so für den gesamten Streuquerschnitt 

der Kugel 

/ 00 x+xi exp(2.ii/3) 

a J * 2 , 1 , o r * / , ( * ) . .J . . C ^ H f h x ) 
= P 1 2 

+ 1 +2 C I W L V dv- vdv 
2 4 J VH?Ux) J VHW (,) 

. v exp (2 JT i vff) V (x) 
— 711 - • V • CL 31 

^ 1 +exp(2 o/a,,) (*),„=,., [ l ö ) 

I I I . Asymptot ische Auswer tung der Forme ln für die Streuquerschnitte 

Da der Hauptbeitrag zu den Integralen in (7) und (13) aus der Umgebung von v = x kommt, ersetzt 

man zweckmäßig die Zylinderfunktionen durch die von FRANZ und GALLE 4 angegebene asymptotische 

Darstellung mittels des AiRY-Integrals. Diese lautet unter Verwendung eines Differentialoperators 

rj , \ 2w ( x 3 5 x 3 7 1 . , . ... . . "(*) - a eXP { - 5! "7! 37 " • • • \A [a q) ' ( 4 a ) 
7t 

3 Zv(x) 

dx 
- S i n ( ä ^ Z v ( x ) . (14b) 

+00 

Hier ist A(aq) das AiRY-Integral: A(aq)= * j" dt exp[ — i{r 3 — a r) ] 

und y= q = y{v-x), 

-1 Z,(x) = — 2 Jv(x) 

e-i*l 3 f ü r Zv{x)=H (V(x) 

Zr(x) = (x) . 

4 W . FRANZ u . R . GALLE, Z . Naturforschg. 10 a , 374 [1955]. 



Die Ausführung der Differentiationen in (14) liefert so unter Benutzung der Differentialgleichung 

A"(z) + ±A(z)~ 0 

semikonvergente Reihen, deren erste Glieder lauten 

\ _ « / 1 463G» 283G« \ 

" L ^ 4 5 ^ \81 • 140 243-800/ * \8100 ^ 27 • 81-2800 ^ 81-81 • 112 000J 

, / J _ \ _ 4 / 19 * 1 1 3 ^ 

* A{oLq) 180 J L 420 27-140/ * \81-700 27-81-400 81-81-16000J 
+ . . . } , ( 1 5 a ) 

f 2 j L \ / 23 283g* 6 1 * ] 

dx n V  J 45 Y \81-280 243-800/ * \81 • 1400 27-81-2800 81-81-56000, 

„ 0 A(a q) 
— er y-

U A'(aq) 

1 , 2 V V* \ / i r I \ 

30 540 540 " 8 1 0 1 2 0 ( 1 5 B ) 

. / 103 Q2 181 <7 

243-2800 81-81-56 000 81-243-16 000/ 

Die Berechnung der Integrale in ( 7 ) und ( 1 3 ) vereinfacht sich, wenn man noch die WRONSKi-Determi-

nante des AIRY-Integrals benutzt: 

g—2ji«73 A (e-2.T,73 2 ) _ ( 2 ) ^ (e-2.Tf/3 2 ) = _ e '-/6 . . ( 1 6 ) 

Die Best immung der Streuquerschnitte wird noch dadurch erleichtert, daß die Glieder der Entwicklung 

der zweiten Integrale in ( 7 ) und ( 1 3 ) jeweils das Konjugiert-Komplexe der entsprechenden Entwicklungs-

glieder der ersten Integrale sind, multipliziert mit einem allerdings von Glied zu Glied wechselnden Pha-

senfaktor. Da für den Streuquerschnitt nur der Realteil maßgebend ist, kann man die Glieder unter Be-

rücksichtigung des Phasenfaktors jeweils zusammenfassen. Die einzelnen Glieder der Residuenreihen in 

( 7 ) und ( 1 3 ) lassen sich ebenfalls asymptotisch nach fallenden Potenzen von x"'3 entwickeln. Wegen des 

Faktors e 2 n l v ist ihr Beitrag jedoch exponentiell klein und kann asymptotisch vernachlässigt werden. 

I V . Numer i s che Ergebn i sse 

Für die numerische Rechnung ersetzt man das AIRY-Integral und seine Ablei tung durch die modifizier-

ten BESSEL-Funktionen (vgl. MAGNUS und OBERHETTINGER 5 , S. 40 ) . Man erhält so für die ersten Glieder 

der Entwicklung der Streuquerschnitte: 

Zylinder 

schallweich: 

Kugel 

3 T / * 3 1 " i A 2 + O (x-t ) . (17 a) 
4 a *'/. 3'/s 2 x'l' 10 TT 4 v ; 

schallhart: ^ « » } ' ^ 

sdiallweich: ^ - 1 + ^ ±At - 1 . ^ A,) + 0 ( « - ) , ( 1 8 a ) 

5 W . MAGNUS U. F. OBERHETTINGER, Formeln und Sätze für die speziellen Funkt ionen der math. Physik, 2. Auf l . , Berlin 1948. 
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N a c h A u s f ü h r u n g d e r I n t e g r a l e e r h ä l t m a n so 
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dz 
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Zylinder 

^ = 1 + 
4 a 

0,4981 0,0112 
^ = 1 + 
4 a x'l* x ^ 

0,4321 0,2137 

4 a x'l* x'l* 

Kugel 

+ 0 ( x " f ) 

Ö w 0,9962 0,3576 „ , 

a ü _ 0,8642 1,0052 ( 

°EMG 

2 TT fl2 

0,0660 0,4853 ^ . 9 . 1+ — — + — +0 (x~ 2) 
x>* x 1* 

( 1 9 a ) 

( 1 9 b ) 

( 2 0 a ) 

( 2 0 b ) 

( 2 0 c ) 

D i e Z a h l e n w e r t e d e r e rs ten K o r r e k t u r g l i e d e r st im-

m e n g e n a u m i t d e n W e r t e n v o n RUBINOW u n d W u 3 

ü b e r e i n . 

A n m . b. d. K o r r . : Während des Druckes wurde uns 

eine Arbeit von W u (Phys. Rev. 104, 1201 [1956]) be-

kannt, in welcher mehrere Gl ieder der asymptotischen Ent-

wicklungen nach einem anderen Verfahren berechnet wer-

den. Im Endergebnis differieren die Koeffizienten der 2. 

Korrekturglieder für OH und OEMG der Kuge l von den 

unserigen, offenbar wegen eines bei W u fehlenden Faktors 

1/2 in dem Gl ied, welches unserem Bi entspricht. Eine di-

rekte Kontrol le dessen ist uns nicht möglich, da die sehr 

komplizierte Wüsche Rechnung in der Pub l ikat ion nur an-

gedeutet ist. A u d i haben wir bis jetzt von Dr. W u keine 

Bestätigung für den von uns vermuteten Fehler erhalten. 


